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8. Points colorés sur un cercle

Lucie a inventé un jeu. Les règles sont les suivantes.
Le jeu se déroule sur un cercle. Au départ, les points du cercle sont non colorés. L’un des

deux adversaires est désigné pour jouer en premier. Chacun leur tour, Lucie et son adversaire
jouent (c’est à dire, choisissent) un point, qui sera alors coloré en leur couleur respective : Rouge
pour Lucie, Bleu pour son adversaire. Lorsqu’ils jouent, il leur est interdit de choisir un point
qui a déjà été coloré par l’un d’eux. Lucie convient à l’avance du nombre de coups que la partie
durera. Tous deux jouent le même nombre de coups, de sorte que le nombre de coups est un
entier pair, noté 2n. Par exemple, si le nombre de coups vaut 2n = 6 coups, ils joueront n = 3
coups chacun. La partie s’arrête donc lorsque les 2n coups sont joués.

À la fin de la partie, le cercle est découpé en arcs de cercle dont les extrémités sont soit rouge,
soit bleu. Dans une telle configuration, un arc primitif est un arc dont les deux extrémités sont
colorées (en rouge ou en bleu) et dont tous les autres points ne sont pas colorés (par exemple,
le cercle tout entier, vu comme un arc de cercle, n’est jamais primitif). Les arcs primitifs dont
les deux extrémités sont rouges sont alors colorés en rouge, et ceux dont les extrémités sont
toutes deux bleues sont colorés en bleu. Le gagnant est alors celui étant parvenu à former l’arc
de cercle non nécessairement primitif le plus long entièrement coloré de sa propre couleur.
S’il y a égalité de tels arcs, ou s’il n’en existe aucun, la partie est déclarée nulle.

Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3

Les configurations ci-dessus représentent deux fins de partie pour 2n = 6 et une pour 2n = 10.
Dans le premier exemple, il n’y a pas d’arcs colorés, parce qu’il n’y a pas d’arc primitif. La partie
est alors nulle. Dans le second exemple, Lucie (en rouge) gagne car elle a réussi à construire
un arc de taille maximale. Dans le troisième exemple, l’adversaire (en bleu) gagne parce qu’il
a formé un arc (non primitif) bleu de taille maximale.

Dans tout le problème, on appelle stratégie une manière déterministe de décrire de jouer
en fonction des coups qui ont été joués précédemment. Autrement dit, une stratégie est un
algorithme qui indique quel coup jouer en fonction de la situation courante, de sorte que, dans
deux situations identiques, il indiquera toujours le même coup à jouer.

Comme Lucie n’aime pas perdre, elle commence par se choisir pour adversaire l’Idiot du
Village. Ce dernier portant bien son nom, il joue ses coups aléatoirement, sans réfléchir.
Chaque coup joué suit alors une loi uniforme sur le cercle. Lucie cherche alors des stratégies
qui maximisent sa probabilité de gagner contre cet adversaire.

Lucie et son adversaire conviennent de commencer par fixer 2n = 4.
1. Montrer que si Lucie laisse son adversaire jouer en premier, elle peut gagner à tous les coups.
2. Après qu’elle ait gagné une partie, son adversaire la laisse jouer en premier.

a) Lucie dispose-t-elle d’une stratégie lui garantissant de gagner ?
b) Lucie dispose-t-elle d’une stratégie lui garantissant de ne jamais perdre ?
c) Démontrer que Lucie dispose d’une stratégie lui garantissant une probabilité de gagner

de 3/4.
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d) Peut-elle faire mieux ?
e) Démontrer que, pour tout p ∈]1

4 , 1
2 [, il existe une stratégie garantissant à Lucie de gagner

avec une probabilité de p.
f) Déterminer l’ensemble des p ∈ [0,1] tels qu’il existe une stratégie permettant à Lucie de

gagner avec une probabilité de p. Cet ensemble est-il égal à [0,1] ?
g) Même question pour pour les probabilités de ne pas perdre.

3. Lucie et son adversaire choisissent désormais 2n > 4.

a) Étudier l’ensemble des p ∈ [0,1] tels qu’il existe une stratégie permettant à Lucie de
gagner avec une probabilité de p.

b) Et pour les probabilités de ne pas perdre ?

Lucie propose un pacte à son adversaire. Ils conviennent d’un entier p ⩾ n, et les règles sont
changées de sorte que l’adversaire de Lucie place p points plutôt que n. Comme la règle du
tour-par-tour est alors difficile à appliquer, ils conviennent que l’adversaire de Lucie placera
tous ses points en premier. Ce dernier joue toujours aléatoirement sur le cercle, mais avant
Lucie, de sorte que cette dernière a alors toute la liberté de choisir où placer ses points. Lucie
a donc plus d’information que son adversaire, mais en contrepartie, ce dernier peut placer plus
de points qu’elle.

4.

a) Montrer que s’il existe une stratégie permettant à Lucie de gagner à coup sûr, alors
n ⩾ 1+

⌊
p+1

2

⌋
.

b) Lucie dispose-t-elle d’une stratégie optimale ? Discuter selon la valeur de n et p.

Pour essayer, Lucie et son adversaire reprennent exactement la même configuration que la
précédente, mais en échangeant les rôles. Lucie place p points, son adversaire en place n. Ce
dernier joue toujours aléatoirement, et Lucie place tous ses points en premier. De plus, cette
fois-ci, on n’impose plus p ⩾ n.

5.

a) Quelle configuration naturelle Lucie est-elle alors fortement tentée de jouer ? Quelle est
alors sa probabilité de gagner ?

b) Cette stratégie est-elle optimale ? Si oui, le démontrer.

Fatiguée de jouer avec l’Idiot du Village, Lucie se trouve un adversaire à sa taille : Lucien.
L’un des deux joueurs est désigné pour jouer en premier, et 2n ∈ N∗ est fixé.

6. Démontrer qu’aucun des deux joueurs ne dispose alors de stratégie gagnante.
Lucie et Lucien parviennent à convaincre k ⩾ 1 joueurs supplémentaires de jouer avec eux.

Ils ont chacun une couleur et jouent chacun leur tour, toujours suivant les mêmes règles ; le
nombre total (k +2)n ∈ N∗ de points joués au cours de la partie étant fixé.

7. L’un des joueurs a-t-il une stratégie gagnante ?

8. Lucie se demande : que dire des questions précédentes si elle avait convenu dès le départ que
le gagnant était non pas celui ayant l’arc le plus long, mais celui étant parveni à maximiser la
somme des longueurs des arcs de sa couleur ?

9. Proposer et étudier d’autres pistes de recherche.
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Eléments de réponse

1. (Facile) Puisque son adversaire joue en premier, elle peut jouer pile en face de lui (sur le point
diamétralement opposé au premier coup de son adversaire). Son adversaire n’a pas le droit de
jouer un point déjà coloré, il joue, et il suffit alors à Lucie de faire un arc d’angle strictement
plus grand que celui formé par son adversaire à son deuxième coup. Il est clair qu’elle le peut
toujours.

12

3

4

2.

a) (Facile) Non. Lors de son deuxième coup, Lucie forme nécessairement un unique arc
primitif. Il reste alors un coup à jouer à son adversaire, et, quelle qu’ait été la stratégie
de Lucie pour placer ses deux points, elle ne pourra jamais s’assurer que son adversaire
ne « coupe » pas son unique arc, menant à un match nul. m

b) (Moyen) Oui, la réponse à la question suivante en fournit une.
c) (Moyen+) On note D la droite formée par le premier point placé par Alice et le centre

du cercle. Après que l’adversaire ait joué son point 1, Alice joue le symétrique de 1s par
rapport à D.

1

2

3

θ

On définit alors θ comme l’angle aigu l’angle formé entre le premier point placé (par
Lucie) et le second (par l’adversaire). Clairement, θ suit une loi uniforme sur [0,π].

Alors, dans une telle configuration où l’angle vaut θ, on voit que Lucie gagne si et
seulement si son adversaire ne joue pas de sorte à couper l’arc qu’elle a formé, et qu’il y
a match nul sinon.

Ceci arrive avec une probabilité 2π−θ
2π , parce que le numérateur de cette fraction est

l’angle dans lequel l’ordinateur doit jouer pour que Lucie gagne.
Comme θ est d’espérance π

2 , l’espérance vaut 1− π/2
2π , c’est à dire 3/4.

d) (Ouvert) Peut-être, mais pas sûr. Je ne sais pas.
e) (Moyen/Difficile) Soit α ∈]0,1[. Si θ désigne toujours l’angle aigu formé entre le premier

point placé (par Lucie) et le second (par l’adversaire), Lucie joue le point situé à l’angle
αθ dans le même repère.

1er point

θ
αθ



Problèmes du 13ème TFJM2 12

En se placant toujours dans le même repère, l’évènement « ne pas perdre » revient
clairement à « l’adversaire joue un point dont l’angle (dans le même repère) est dans
[0, θ +αθ] ».

La probabilité associée est θ+αθ
2π , l’espérance vaut (1 + α)/4, qui décrit ]1

4 , 1
2 [ quand α

décrit ]0,1[.
f) et g) (Difficile/Ouvert) Il y a pas mal de choses à dire et à faire, en considérant par

exemple des stratégies dépendant d’un paramètre qu’on fait varier, ce qui permet de
trouver certains intervalles inclus dans les ensembles recherchés.

Pour les inclusions réciproques, notamment pour le premier, trouver sa borne supérieure
(ce qui était l’objet de d)) a l’air assez difficile.

3. (Difficile/Ouvert) Pareil, on peut trouver des intervalles inclus dans les ensembles recherchés
en considérant certaines stratégies dépendant d’un paramètre qu’on fait varier, les inclusions
réciproques étant sans nul doute plus difficiles.

4. (Moyen) Ceci découle de l’observation suivante : L’adversaire peut toujours jouer quelque
chose de très proche, à ε près, du (redouté) polygôme régulier à p côtés.

Le fait qu’on considère les ε-approximations de ce polygône régulier fait qu’on considère un
évènement de probabilité non-nulle.

Dans ce cas, il est clair que pour ε assez petit, Alice va être obligée de :

— Trouver l’arc primitif adverse le plus grand (qui est unique avec probabilité 1),
— Le couper, de sorte à l’annuler, et ce en placant deux points dans cet arc de sorte que

l’arc formé soit alors plus grand que tous les autres arcs adverses (restants),
— couper un arc adverse sur deux, pour rendre tous les arcs adverses primitifs.

De cette manière, par construction, elle s’assure la victoire. On se convainc facilement qu’elle
n’a pas d’autre solution :

— Tant qu’elle laisse l’arc primitif adverse maximal non coupé, elle ne peut pas gagner
puisqu’elle ne peut pas former d’arc plus grand ailleurs (par maximalité du précédent) ;
d’où la nécessité du premier point

— Tant qu’elle ne forme pas d’arc dépassant la taille de tous les autres arcs primitifs, elle
ne peut pas gagner. Or, toujours par maximalité, elle ne peut pas faire de tel arc ailleurs
qu’au sein de l’arc primitif adverse maximal ; d’où la nécessité du second point

— Dès que varepsilon est petit (i.e. très que la figure adverse est ε-proche du polygône
régulier pour ε petit), il va être nécessaire de couper un arc sur deux, sinon deux arcs
consécutifs (parce que ε est petit) formeront un arc non primitif dépassant l’arc du point
précédent ; d’où la nécessité du troisième point.

Pour faire tout cela, il faut un point pour un arc sur deux (arrondi au supérieur si p est
impair) :

⌊
p+1

2

⌋
, plus 1 pour construire l’arc du second point précédent, d’où le résultat.

5.

a) (Facile) Elle a évidemment envie de jouer le polygône régulier.
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b) (Moyen) On cherche l’évènement contraire « L’adversaire a bien coupé au moins une fois
chaque arc ».

La probabilité de gagner est un dénombrement au cours duquel il est très facile de
s’exciter trop vite et de se tromper ! Cette question saura distinguer les équipes sachant
raisonner droit de celles trébuchant au moindre obstacle.

La réponse est 1 si p < n et ... sinon.

6. (Moyen/Difficile) J’ai la preuve, mais il est tard, je l’écris plus tard
7. (Difficile/Ouvert) Peut-être seulement difficile sans être infaisable.
8. (Ouvert)
9. (Ouvert)

∗ ∗ ∗
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